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Tập tài liệu này do tôi biên soạn cho các SV của mình, chỉ lưu hành nội bộ và không có mục 

đích thương mại. Ngoài các bài tập tôi biên soạn, một số khác tham khảo từ các tài liệu sau: 

              1) Liasko, Boiatruc, Gai, Golobac, Giải tích toán học. Các ví dụ và các bài toán. 

              2) Demidovich, Problems in mathematical analysis. 

              3)Mendelson, 3000 solved problems in Caculus.  

             4) N.Đ.Trí, T.V.Đỉnh, N.H.Quỳnh, Bài tập toán cao cấp. 

             5) Đ.C.Khanh, N.M.Hằng, N.T.Lương, Bài tập toán cao cấp. 

 

 
 

CHƯƠNG 1: HÀM NHIỀU BIẾN 
 
 

I. TẬP TRONG Rn , GIỚI HẠN VÀ LIÊN TỤC. 
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xx
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● Với một số giới hạn bằng 0, ta có thể dùng giới hạn kẹp. 

 

Ví dụ: Tính 
1
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1
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Ví dụ: Khảo sát tính liên tục của 
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 , hay  ),( yxf  gián đoạn tại (0,0). 
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1.1.  Tìm và biểu diễn hình học tập xác định của các hàm sau trên các không gian tương ứng 

       a) ( )yxyxyyxf −−+−−= 2ln2),( 22        b) ( ) ( )224 2 2ln),( yxxyxyyxf −−+−=                       

c) ( ) ( ) ( )yxyxyxf ++−= arccosarcsin,           d) ( )22222 ln2),,( yxzzyxzyxf −−+−−−=    

 
1.2. Viết phương trình mặt trụ 

       a) Qua giao tuyến 2 mặt 2 2 2 2,z x y z x y= + = +  và có phương song song với Oz. 

       b) Qua giao tuyến 2 mặt 2 2 , 1y x z x y z= + + + =  và có phương song song với Oy. 

 

1.3.  Cho hàm 2 2( , , )f x y z x xy yz= + + . Tính 

a) f(1,1,2)                                                      b) f(z,x-z,y) 

 

1.4. Khảo sát sự tồn tại của các giới hạn và tính ( nếu có) 

       a) 
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       HD:   a,f : tồn tại,dùng định nghĩa 

               c,e : tồn tại, dùng giới hạn kẹp 

               b,d : không tồn tại 

 

1.5. Khảo sát tính liên tục của hàm số tại (0,0) 

      a) 
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      HD: a) gián đoạn, b) liên tục (dùng giới hạn kẹp). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Bài tập Toán A3 – Hồ Ngọc Kỳ, ĐH Nông Lâm Tp.HCM 

Created: 05/05/10. Last modified: 25/05/11. 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 3

II.   ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN. 
 

1.6. Tính các đạo hàm riêng cấp 1 của các hàm số sau 

       a) ( ) ( )2, sinf x y xy=                                                 b)  ( )
21

, ,
1

xy
f x y z

xz

+
=

+
 

 

1.7. Dùng định nghĩa chỉ ra các hàm sau không có đạo hàm riêng tại (0,0) 

      a) 22),( yxyxf +=                                                 b) 3 sin),( yxyxf +=  

       HD: ( )
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0 0

, 0 0,0 0, 0,0
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. 

 

1.8. Tính ' '(0,0), (0,0)x yf f  với 

     a) 
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     HD: Phải dùng định nghĩa : 

             a) ' '(0,0) 0, (0,0) 0x yf f∃ = =                                   b) ' '(0,0) 1, (0,0)x yf f= ∃  
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1.10. Tính )2,1(),2,1(
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         HD:  Sử dụng công thức ( ) ( ) ( )
'' ( )

( ) , ( ) ' ( )

u xx

a ax x
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1.11. Tính (1,1), (1,1)
f f

x y

∂ ∂

∂ ∂
 biết ( )

2

2 2( , ) 1
xy

f x y x y= + +  

         HD: Sử dụng công thức đạo hàm riêng của hàm hợp v
f u=  với 2 2 21 ,u x y v xy= + + = .  

     

1.12. Tìm hàm ( ),f x y  nếu biết rằng   2f
x y

x

∂
= −

∂
 và  2f

y x
y

∂
= −

∂
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         HD: ( ) ( )
3

2 ,
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f x
x y f x y yx g y

x

∂
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∂
, kết hợp giả thiết thứ hai. 

 

1.13. Chứng minh hàm  ( )22ln),( yxyyxf −=   thỏa mãn phương trình 
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1.14. Chứng minh hàm  
yx
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x
yxf
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1.15. Với giả thiết  f, g  là các hàm khả vi, chứng minh hàm  )()( yxygyxxfu +++=  thỏa mãn 

phương trình 
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1.16. Chứng minh rằng hàm  
2 2 2

1
( , , )u x y z

x y z
=

+ +
 thỏa mãn phương trình Laplace  

                                               
2 2 2

2 2 2
0

u u u

x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
. 

 

1.17. Tính vi phân toàn phần của các hàm sau 

         a) ( , ) ln 1 sin
x

f x y
y

 
= + 

 
                                      b) ( ) ( ), ,

z
f x y z xy=  

 

1.18. Tính  

         a) fd
2  với yx

eyxf
sin),( =                                   b) 2

1,
2

d f
π 

 
 

 với xyyxf sin),( =  

 

1.19. Tính 3
d f  nếu ( ) 3 3, 3 ( )f x y x y xy x y= + + − . 

 

1.20. Cho ( ) 2 2 2, ,u x y z x y z= + + . Chứng minh 2
d u  là xác định dương, tức 

                              2 0, , ,d u dx dy dz≥ ∀  và 2 0 0d u dx dy dz= ⇔ = = = . 

 

1.21. Dùng vi phân toàn phần tính gần đúng 

         a) ( ) ( )( )2 3
ln 2,98 1,99−              b)   33 )97,1()02,1( +     c)   )01,1ln()02,1( 99,1 +  

         d) ( )54ln 3 1,02 2 0,99 4+ −       e)  02,3)97,0(                    f) 
2,97

s in1,49arctan0,02

2
 với 1,57

2

π
≈  

         HD: f) Xét hàm ( ), , 2 sin arctanx
f x y z y z= . 

 

1.22. Cho z là hàm ẩn của  x,y xác định bởi 2 2 2 1x y z+ + = . Chứng minh rằng 

                                                    
1z z

x y z
x y z

∂ ∂
+ = −

∂ ∂
 

 

1.23. Tính vi phân cấp 1 của hàm ẩn z=z(x,y) xác định bởi các phương trình tương ứng 

         a)  3 22z x z x y+ = +                                               b)  ( 2 3 )x y z
x y z e

− + ++ + =  
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1.24. Tính vi phân cấp 1 và cấp 2 của hàm ẩn z=z(x,y) xác định bởi các phương trình                      
2

ln 2
x z

z y

 
= + 

 
 

1.25. Khai triển Taylor tới bậc hai với phần dư Peano của hàm ( )
1

,f x y
x y

=
−

 tại (2,1). 

 
1.26. Khai triển Maclaurin tới bậc hai với phần dư Peano của hàm  

          a) ( ), ln(1 2 )f x y x y= + +      b) ( ),
2

x
f x y

x y
=

+ +
. 

 

1.27. Tìm đa thức xấp xỉ bậc 2 trong lân cận của (0,0) của các hàm số sau 

         a)  ( ) 2, cosx
f x y e y=                                            b)  ( ) ( ), ln 1 2 sinf x y x y= +  

 

1.28. Cho hàm hai biến  f(x,y) khả vi trên R
2
 có các đạo hàm riêng bị chặn 

                                       ( ) ( ) ( ) 2, , , ; ,
x y

f x y M f x y M x y R≤ ≤ ∀ ∈ . 

         Chứng minh 

                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2
, , , , , ,f x y f x y M x x y y x y x y R− ≤ − + − ∀ ∈ . 

 
 
 
III.  ĐẠO HÀM THEO HƯỚNG, VECTƠ GRADIENT. 
 
Xét hàm hai biến ( ),f x y  tại ( )0 0,M x y .  

● Véctơ gradient của f  tại M  là               

                               ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , ,
f f

f M x y x y
x y

 ∂ ∂
∇ =  

∂ ∂ 
 

● Với hướng ( ),u a b=
r

 thì  

                                 ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

. .
f f a f b

M M M
x yu a b a b

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂∂ + +
r  

   hay  

                                ( ) ( ) ( ).cos .cos
f f f

M M M
x yu

α β
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂∂

r  

   với  ( ) ( ), , ,u Ox u Oyα β= =
r r

. 

    Ta có            ( ) ( )
1

.
f

M f M u
u u

 
∂  = ∇

 ∂
 

ur r
r r    

                         

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

max 0

min 0

f
M f M u k f M k

u

f
M f M u k f M k

u

∂
= ∇ ⇔ = ∇ >

∂

∂
= − ∇ ⇔ = ∇ <

∂

uuur r uuur
r

uuur r uuur
r

. 

Các khái niệm, kết quả trên cho hàm ba biến là hoàn toàn tương tự. 
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1.29. Tìm đạo hàm của ( ) 2 3, 2 3f x y x y= −  tại ( )1,0P  theo hướng tạo với Ox một góc 120
0
. 

 
1.30. Tính đạo hàm của  hàm số 2 2

z x xy y= + +  tại ( )1, 1M −  theo hướng 6 8v i j= +
r r r

. 

 

1.31. Tính đạo hàm của  hàm số 3 3( , , )f x y z x y z= +  tại ( )1, 2,1M −  theo hướng của  ( )0,3,3v =
r

. 

 

1.32. Tính đạo hàm của  hàm số ( )
2 2

, , arcsin
z

f x y z
x y

=
+

 tại ( )0 1,1,1M  theo hướng của  vectơ 

0 1M M
uuuuuur

 với M1(3,2,3). 

 

1.33. Cho hàm số y
z xe=  và ( )0 2,0M . Tìm hướng u

r
 để ( )0

z
M

u

∂

∂
r  lớn nhất, nhỏ nhất. 

 

1.34. Cho hàm số ( , , )
xy

f x y z
z

=  và ( )0 1,1,1M . Tìm véctơ đơn vị e
r

 để ( )0

f
M

e

∂

∂
r  lớn nhất, xác 

định giá trị lớn nhất đó. 

 

1.35. Tính góc tạo bởi các vectơ gradient của ( )
2 2 2

, ,
x

f x y z
x y z

=
+ +

 tại các điểm A(1,2,2) và 

B(-3,1,0). 

 

1.36. Tìm điểm M(x,y) trong mặt phẳng Oxy để ( ) 0f M∇ =  với 3 3( , ) 3f x y x y xy= + − . 

 

1.37. Cho hàm số ( ) 3 3, ,f x y z x y z= + − , tìm tốc độ thay đổi của f  tại ( )0 1,1,2M  dọc theo 

đường 
1 1 2

3 2 2

x y z− − −
= =

−
 theo hướng giảm của x. 

 

1.38. Nếu nhiệt độ tại M(x,y,z) là ( ) 2 2 2, , 3 5 2f x y z x y z= − +  và bạn đang ở vị trí (1/3,1/5,1/2), 

hướng nào bạn đi để nhiệt độ giảm nhanh nhất có thể? 

         HD: 1.37, 1.38: ( )
f

M
u

∂

∂
r =tốc độ thay đổi của hàm f theo hướng u

r
 tại M. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Bài tập Toán A3 – Hồ Ngọc Kỳ, ĐH Nông Lâm Tp.HCM 

Created: 05/05/10. Last modified: 25/05/11. 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 7

 
CHƯƠNG 2: ỨNG DỤNG CỦA HÀM NHIỀU BIẾN 

 
 
 
I. CỰC TRỊ TỰ DO. 

 
● Để tìm các điểm cực trị  hàm hai biến ta chỉ cần tìm các điểm dừng (trong trường hợp hàm 

f  có '' , yx ff ) rồi tính ( )2''''''

xyyyxx fff −=∆  tại các điểm dừng đó. Khi giải tọa độ điểm dừng 

phải chú ý tới miền xác định của f . 

   

  Trong trường hợp 0=∆  có thể đạt hoặc không đạt cực trị tại điểm dừng. 

  + Để chỉ ra đạt cực trị ta có thể dùng bất đẳng thức 

Ví dụ: Hàm 44),( yxyxf +=  có một điểm dừng duy nhất là )0,0(O  và tại đó 0=∆ . 

           Ta có ),(),0,0(0),( yxfyxf ∀=≥  ,do đó với một lân cận tùy ý của O thì )(Of  sẽ nhỏ 

nhất trong lân cận đó, nói cách khác O là điểm CT của .f  

 

  + Để chỉ ra không đạt cực trị tại ),( 00 yxP  ta xét một −ε lân cận V  tùy ý của P  và chỉ ra 

trong V  có hai điểm 21 , PP  sao cho 

                                             )()()( 21 PfPfPf <<  

     Thông thường ta hay chọn 21 , PP  ở một trong các dạng  

                                      ),(),,(),,( 000000 kykxkyxykx ±±±±   với 0>k  đủ bé. 

 

● Với hàm ba biến ),,( zyxf  ta kiểm tra điểm dừng có là điểm cực trị hay không bằng cách xét 

dấu fd
2 :  dùng biến đổi Lagrange đưa về tổng bình phương hoặc dùng tiêu chuẩn Sylvester 

để xét dấu dạng toàn phương (nếu có định thức con chính bằng 0 thì phải xét trực tiếp fd
2 ). 

 

Ví dụ:  Tìm cực trị của 2244 242),( yxyxyxyxf −+−+=   

             Phương trình điểm dừng  

                           






=−+

=+
⇔







=−+=

=+−=

0

0

0444

0444

3

33

3'

3'

yxy

yx

yxyf

yxxf

y

x
        

             Suy ra f  có 3 điểm dừng  )2,2(),2,2(),0,0( −− NMO     

             Tại  NM ,  thì f  đạt cực trị vì 0>∆ .     

             Tại O  thì  0=∆ , ta chỉ ra không đạt cực trị tại O . Xét V là  một −ε lân cận tùy ý của 

O , với 








<< 2,
2

min0
ε

k  thì VkkPkkP ∈− ),(),,( 21 , nhưng ta có  

                    0)4(282)( 2224

1 <−=−= kkkkPf  , 02)(,0)( 4

2 >== kPfOf   

             Vậy  )()()( 21 PfOfPf << , tức f  không đạt lớn nhất hay nhỏ nhất tại O  trong V  mà 

V  là lân cận chọn tùy ý, vậy f  không đạt cực trị tại O . 
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2.1. Chứng minh hàm 4 24( , )f x y x y= +   không có các đạo hàm riêng tại )0,0( nhưng vẫn 

        đạt cực trị tại đó. 

       HD: Dùng định nghĩa chỉ ra ' '(0,0), (0,0)x yf f∃ , dùng bđt để chỉ ra đạt CT tại (0,0). 

 

2.2. Tìm cực trị của các hàm số sau 

        a) ( ) ( )
50 20

, 0, 0f x y xy x y
x y

= + + > >                   b) ( ) 3 2 2, , 12 2f x y z x y z xy z= + + + +  

        c) ( ) 4 4, 4f x y x y xy= + +                                          d) ( ) ( )
2 2

2
, , , , 0

4

y z
f x y z x x y z

x y z
= + + + >  

2.3. Tìm cực trị của các hàm số sau 

       a) 2 23 5z x y xy x y= + + − +                                       b) yzxyyyxzyxf 2232),,( 222 −−++=    

       c) y
y

x

x
z ++=

8
                                                       d) 

yx

y
xz

1

4

2

++=                     

       f) zxxyzyxzyxf 2),,( 222 −+−++=                    g) ( )( )xyyxyxf −−= 1),(  

 

2.4. Tìm cực trị của các hàm số sau 

       a) 233
xyxz ++=                                                    b) 32223 3333 yyxyxxxz +−++−=  

       HD: Đây là các bài có 0=∆  

               b) 




=

=
⇔=+−=

0

1
0])1[(3

22'

y

x
yxz x  và xét 21 , PP  dạng )0,1( k±  với 0>k  đủ bé. 

 

II. CỰC TRỊ CÓ ĐIỀU KIỆN 
 

Để tìm cực trị có điều kiện của ( ),f x y  với điều kiện ( ), 0x yϕ =  xét hàm phụ Lagrange 

                                             ( ) ( )( , ) , ,L x y f x y x yλϕ= +  

Tìm điểm dừng 

( )

' ' '

' ' '

0

0

, 0

x x x

y y y

L f

L f

x y

λϕ

λϕ

ϕ

 = + =


= + =


=

.  

Tại điểm dừng (x0,y0) ứng với 0λ , kiểm tra 2 " 2 " " 22xx xx yyd L L dx L dxdy L dy= + +  xác định dương hay 

xác định âm ta sẽ được (x0,y0) là điểm CĐ hay CT có điều kiện của  ( ),f x y . 

Nếu chưa có ngay xác định dương hay âm ta chú ý ràng buộc của dx,dy tại (x0,y0) :              

( ) ( )' '

0 0 0 0, , 0x yx y dx x y dyϕ ϕ+ = . 

Hàm ba biến hoàn toàn tương tự. 

 

2.5. Tìm cực trị của 

       a) ( ),f x y x y= +  với điều kiện ( )
2 2

2 2
1 , 0

x y
a b

a b
+ = >  

       b) ( )
1 1

,f x y
x y

= +  với điều kiện ( )
2 2 2

1 1 1
0a

x y a
+ = >  

       c) ( ) 2 2, 12 2f x y x xy y= + +  với điều kiện 2 24 25x y+ =  

       d) ( ), , 2 2f x y z x y z= − +  với điều kiện 2 2 2 1x y z+ + =  
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2.6. Tìm hình chữ nhật có đường chéo bằng a cho trước mà có diện tích lớn nhất. 

        HD: Gọi độ dài hai cạnh kề nhau của hình chữ nhật là ,x y  thì điều kiện là 2 2 2
x y a+ = . 

 

 

 

III.  GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT. 
 

Để tìm các min, max của f  trên D  ta chỉ cần tìm các điểm tới hạn (là các điểm dừng trong 

trường hợp  có '' , yx ff ) của f  trong D  và tìm các điểm min,max của f  trên biên của D rồi so 

sánh các giá trị của f  tại các điểm đó. Khi xét các điểm trên biên (thường là đường cong 

0),( =yxϕ ) ta rút y theo x hoặc x theo y hoặc tham số hóa đường cong biên  đưa f  về một 
biến và tìm GTLN, GTNN như của hàm một biến thông thường. 
 

2.7. Tìm min,max của các hàm ),( yxfz =  trên các miền D  tương ứng 

        a) 2
xyz =  trên }1

4
:),{( 2

2

≤+= y
x

yxD  

        b) yxyxz −++= 22 3  trên D  giới hạn bởi các miền  1,1,1 ≥+≤≤ yxyx  

        c) )cos(coscos yxyxz +++=  trên }
4

,0:),{(
π

≤≤= yxyxD  

        d) xyyxz 333 −+=  trên }21,20:),{( ≤≤−≤≤= yxyxD  

        e) xyyxz 333 −−=  trên { }2 0,0 2D x y= − ≤ ≤ ≤ ≤  

        f) yxz +=   trên }1:),{( 22 ≤+= yxyxD  

        g) yxxyz −−= 2   trên D  giới hạn bởi các miền  2,,0 2 ≤+≤≥ yxxyy  

        HD: a) Các điểm ),( yx trên biên =∂D }1
4

:),{( 2
2

=+ y
x

yx  thỏa ( )22
4

1
2

2 ≤≤−= x
x

y   

                                                 

                f) Các điểm ),( yx trên biên =∂D }1:),{( 22 =+ yxyx  có dạng 

                                                




=

=

ty

tx

sin

cos
      )20( π≤≤ t  

 

2.8. Trên mặt phẳng Oxy  xét miền kín tam giác OAB  xác định bởi các trục OyOx,  và đường   

01 =−+ yx  . Tìm các điểm ),( yxM thuộc miền tam giác sao cho 

        a) Tổng các bình phương khoảng cách từ M tới ba đỉnh BAO ,,  là lớn nhất, nhỏ nhất. 

        b) Tổng các khoảng cách từ M tới ba đỉnh BAO ,,  là lớn nhất, nhỏ nhất. 

 

2.9. Tìm khoảng cách bé nhất của hai đường thẳng: 
2 1 1 2 1 2

và
4 7 1 2 1 3

x y z x y z− + + − − −
= = = =

− − −
. 

       HD: Viết pt hai đường thẳng ở dạng tham số rồi dùng công thức khoảng cách.  

               Chú ý nếu có ''0 và 0( 0); ( , )xxf x y∆ > > < ∀ thì CT (CĐ) cũng chính là GTNN (GTLN). 

 

 

 
 
 



Bài tập Toán A3 – Hồ Ngọc Kỳ, ĐH Nông Lâm Tp.HCM 

Created: 05/05/10. Last modified: 25/05/11. 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 10

IV.  ỨNG DỤNG HÌNH HỌC. 
 

Để viết phương trình tiếp tuyến của của đường cong (C) là giao của hai mặt (S1) và (S2) tại 

( )M C∈ , ta viết phương trình hai tiếp diện của hai mặt tại M, khi đó tiếp tuyến cần tìm là giao 

của hai tiếp diện vừa tìm được. 

 
2.10. Viết phương trình của mặt phẳng tiếp diện với mặt 3 33xyz z a− =  tại điểm ứng với  

0,x y a= = . 

 

2.11. Viết phương trình tiếp diện của 

         a) Paraboloid elliptic  2 2
z x y= +  tại (1, 2,5)−        b) Nón 

2 2 2

0
16 9 8

x y z
+ − =  tại (4,3,4). 

2.12. Tìm tiếp diện của ellipxoit 
2 2

2 1
9 4

y z
x + + =  song song với mặt phẳng x+y+z=1. 

 

2.13. Viết phương trình tiếp tuyến và pháp diện của đường 

         a) 2 2sin , sin cos , cosx a t y b t t z c t= = =  tại điểm ứng với 
4

t
π

= . 

         b) 2 3, ,x t y t z t= = =  tại điểm ứng với 3t = . 

 

2.14. Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong giao bởi hai mặt  2 2
z x y= +  và  

2 2 2 2x y z+ + =   tại  M(1,0,1). 

 

2.15. Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong giao bởi hai mặt   2 2 1x y+ =  và  z x y= +   

tại  ( )2, 2, 2 2M . 

 

2.16. Viết phương trình tiếp tuyến và pháp diện của đường cong giao bởi hai mặt 2 2 10x y+ =  

và  2 2 10y z+ =   tại  ( )1,1,3M . 

 

2.17. Chứng minh các mặt  2 2 2 8 8 6 24 0x y z x y z+ + − − − + =  và  2 2 23 2 9x y z+ + =   tiếp xúc 

nhau tại  ( )2,1,1M . 

        HD: Chỉ ra hai mặt có cùng tiếp diện tại M. 

 

2.18. Chứng minh tiếp diện của mặt  1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
x y z a+ + =   tại một điểm tùy ý sẽ chắn các trục 

tọa độ bởi các đoạn có tổng độ dài bằng a . 
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CHƯƠNG 3: TÍCH PHÂN HÀM NHIỀU BIẾN 

 
 

 
I. TÍCH PHÂN KÉP. 
 
● Để tính tích phân kép ta dùng công thức Fubini đưa về tích phân lặp. Chú ý hai dạng miền 

của định lý Fubini, trong nhiều trường hợp khó tính theo dạng miền này nhưng lại đơn giản 

theo dạng miền kia.  

 
● Có thể dùng đổi biến. Nếu miền lấy tích phân là hình tròn hoặc các hình liên quan tới hình 

tròn (hình vành khăn,  hình quạt,…) ta dùng phép đổi biến tọa độ cực   




=

=

ϕ

ϕ

sin

cos

ry

rx
.  

    Nếu hình tròn có tâm không tại gốc tọa độ ta có thể dời trục đưa gốc tọa độ về tâm hình tròn 

trước sau đó mới đổi biến tọa độ cực. 

 

●Diện tích của miền kín D: ( )
D

S D dxdy= ∫∫  

 
3.1. Tính tích phân kép 

       a) ∫∫ +
5

1

3

2

)2( dxyxdy         b) ∫∫ +

3

2

)( 22

1

0

x

x

dyyxdx          c) ∫∫ −
y

dxxyxdy
0

22

2

1

           d) ∫∫
2

4

1

0

y

y

dx
x

y
dy        

 
3.2. Tính tích phân kép của hàm đã cho trên miền D                                                                                      

       a) yxyxf sin.ln),( =    với   π≤≤≤≤ yxD 0,21: . 

       b) 12),( += xyxf         với   xyxxD 2,20: 2 ≤≤≤≤ . 

       c) xyyxf =),(              với   yxyyD ≤≤≤≤ ,10: . 

       d) xyyxf =),(          với   22 4,,0: xyxyxD −≤≥≥ . 

       e) xyyxf =),(          với   xyxyxD ≥−≤≥ ,2,0: 2 . 

       f) yxyxf
2),( =            với   2,0,0: ≤+≤−≥ yxyxxD . 

       g) ( , )f x y x y= −          với   D  giới hạn bởi các đường  2 23  và  4y x y x= = − . 

       h) ( , )f x y x y= +          với   D  giới hạn bởi các đường  0, , 2y y x x y= = + = . 

       i) 2( , )f x y y=              với   D  giới hạn bởi các đường  2 , 5   và  2.y x y x x= = =  

       j) 
2

1
( , )

2
f x y

y y
=

−
   với  D  là góc phần tư thứ nhất giới hạn bởi đường  2 4 2 .x y= −  

       k) 
3

( , ) x
f x y e=             với  D  giới hạn bởi các đường  2 , 3  và  y=0.y x x= =  

 

 

3.3. Đổi thứ tự các tích phân kép sau 

       a) ∫∫
2

0

2

0

),(

x

dyyxfdx         b) ∫∫
y

dxyxfdy
0

1

0

),(          c) ∫∫
2

2/

4

0

),(
y

dxyxfdy            d) ∫∫
−

−

21

0

0

1

),(

x

dxyxfdx   
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3.4. Tính tích phân kép 

       a) ∫∫
D

ydxdyxsin   với D  là tam giác với các đỉnh )0,0(O , ),0( πA , ),( ππB . 

       b) ( )∫∫ +
D

dxdyyx   với D  là hình thang với các đỉnh )1,0(M , )0,1(N , )0,2(P và )1,3(Q . 

       c) ∫∫
D

dxdyxy
2   với D  là giới hạn bởi các đường 4,4, 22 === yxyxy . 

       d) ∫∫ +
D

dxdyyx )cos(   với D  là tam giác OAB  với  )0,0(O , )0,(πA , ),0( πB . 

       e) ∫∫ −
D

dxdyyx )(   với D  là giới hạn bởi các đường 22, xyxy −== . 

       f) ∫∫
1

2

2

0

2

y

x
dxedy  

       g) ∫∫
D

y

x

dxdye với D  là giới hạn bởi các đường 1,0,2 === yxxy . 

        

       HD:  d) 21 DDD ∪=  : }
2

,,0:),{(1

π
≤+≤= yxyxyxD  , ''

2

'

22 DDD ∪=  

                                                
2

π
=+ yx     π=+ yx                  '

2D  

                                                             
                                                                                1D             ''

2D  

          f) 12/,20: ≤≤≤≤ xyyD  . Đưa về dạng miền thứ nhất và đổi thứ tự tích phân. 

          g) Đưa về dạng miền thứ hai (hai trục ngang…).                                                                  

 
3.5. Bằng phương pháp đổi biến tọa độ cực hãy tính các tích phân sau 

       a) ( )∫∫ ++
D

dxdyyx
221ln   với D  là hình tròn 122 ≤+ yx  

       b) ( )∫∫ +
D

dxdyyx 2

3
22   với D  là miền giới hạn bởi hai đường  122 =+ yx , 422 =+ yx  

       c) ∫∫ −−
D

dxdyyx
221  với D  : xyx ≤+ 22  

       d) ∫∫
+

D

yx
dxdye

22

 với D  : 0,0,122 ≥≥≤+ yxyx . 

       e) ∫∫ ++

−−

D

dxdy
yx

yx
22

22

1

1
 với D  : 0,0,122 ≥≥≤+ yxyx . 
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       f) ( )∫∫ +
D

dxdyyx  với D  : xyyx ≤≤≤+≤ ,0,21 22 . 

       g) ∫∫ −−
D

dxdy
b

y

a

x
2

2

2

2

1  với D  là miền giới hạn bởi ellipse 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
 

       h) ( )∫∫ +
D

dxdyyx
22  với D : 02,012 2222 ≥++≤−++ xyxxyx . 

       HD:    g) Đổi biến tọa độ cực mở rộng: cos , sinx ar y brϕ ϕ= =   

                  h) Đổi trục rồi đổi biến tọa độ cực:  1 cos , sinx r y rϕ ϕ= − + =            

                     

3.6. Bằng phương pháp đổi biến tổng quát cực hãy tính các tích phân sau 

         a) ∫∫ −+
D

dxdyyxyx
47 )()(   với D  là giới hạn bởi các đường    

1,1,3,1 −=−=−=+=+ yxyxyxyx  

         b) ∫∫ −
D

dxdyyx )2(   với D  là giới hạn bởi các đường           

02,12,2,1 =−=−=+=+ yxyxyxyx  

       c) ∫∫ +
D

dxdyyx  với D  là miền giới hạn bởi  các đường 

1,1,1,0 −===+=+ yyyxyx  

       d) ( )∫∫
−+

D

yx
dxdyeyx

222
 với D : 1,0,0 ≤+≥≥ yxyx . 

      HD:     a) Đổi biến yxvyxu −=+= ,                  b) Đổi biến yxvyxu −=+= 2,         

                  c) Đổi biến yvyxu =+= ,                        d) Đổi biến yxvyxu −=+= ,       

 

3.7. Tính diện tích miền phẳng giới hạn bởi đường cong ( ) ( )
2 2

2 3 3 4 1 100x y x y− + + + − = . 

       HD: Đổi biến 143,32 −+=+−= yxvyxu  đưa miền phẳng về dạng hình tròn. 

 
3.8. Cho ( ){ }2 2 2, :1 2D x y R x y x= ∈ ≤ + ≤  (nằm ngoài hình tròn 2 2 1x y+ = , nằm trong hình tròn 

( )
2 21 1x y− + = ) 

       a) Tính diện tích của miền D. 

       b) Tính tích phân 
D

ydxdy∫∫ . 

       HD: Đổi biến tọa độ cực. Trong tọa độ cực thì các đường tròn 2 2 1x y+ = , ( )
2 21 1x y− + =  

lần lượt có phương trình là 1, 2cosr r ϕ= = , chú ý trong D thì 
3 3

π π
ϕ− ≤ ≤ .         

3.9. Cho D  là miền giới hạn bởi các đường  3 ,x y y x= =  và ( )
2 21 1x y− + = . 

       a) Tính diện tích của miền D. 

       b) Tính tích phân 
D

xdxdy∫∫ . 

       HD: Đổi biến tọa độ cực. Trong tọa độ cực thì các đường 3 ,x y y x= = , ( )
2 21 1x y− + =  

lần lượt có phương trình là ,
6 4

π π
ϕ ϕ= =  và 2cosr ϕ= .       
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3.10. Tính tích phân  
2 2

1

1D

dxdy
x y− −

∫∫ , trong đó ( ){ }2 2 2, :D x y R x y y= ∈ + ≤ . 

         HD: Dùng đổi biến tọa độ cực (nếu dùng phép dời trục rồi mới đổi biến tọa độ cực thì 

sao?)  

 
3.11. Tính   

D

xdxdy∫∫   với ( ) ( )
2 2

: 1 2 1D x y− + − ≤ . 

         HD: Dùng đổi biến tọa độ cực đã dời trục: 1 cos , 1 sinx r y rϕ ϕ= + = + .   

  

 
 
 

II.   TÍCH PHÂN BỘI BA. 
 

●Để tính ( ), ,f x y z dxdydz
Ω

∫∫∫  ta xác định: ( ) ( ) ( )1 2: , , , ,x y D Oxy x y z x yϕ ϕΩ ∈ ⊂ ≤ ≤  thì 

                        ( )
( )

( )( )2

1

,

,
, , ( , , )

x y

x y
D

f x y z dxdydz f x y z dz dxdy
ϕ

ϕ
Ω

=∫∫∫ ∫∫ ∫  

   Đặc biệt, nếu  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2: , , , ,a x b x y x x y z x yψ ψ ϕ ϕΩ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  thì 

                        ( )
( )

( )

( )

( )2 2

1 1

,

,
, , ( , , )

b x x y

a x x y
f x y z dxdydz dx dy f x y z dz

ψ ϕ

ψ ϕ
Ω

=∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

  Chú ý D là hình chiếu của Ω  lên Oxy. 
  Một số trường hợp đặc biệt: 
  +  Ω  giới hạn bởi các mặt ( ) ( )1 2, à ,z x y v z x yϕ ϕ= = : nếu khối Ω  có dạng đơn giản thì D là 

miền giới hạn bởi hình chiếu của đường giao tuyến hai mặt đó lên Oxy. Giả sử trong D ta 

có ( ) ( )1 2, ,x y x yϕ ϕ≤  thì   ( ) ( ) ( )1 2: , , , ,x y D Oxy x y z x yϕ ϕΩ ∈ ⊂ ≤ ≤ . 

  +  Ω  giới hạn bởi mặt trụ ( ), 0x yϕ =  và các mặt ( ) ( )1 2, , ,z x y z x yϕ ϕ= = : nếu trong miền 

D Oxy⊂  giới hạn bởi đường chuẩn ( ), 0x yϕ = của mặt trụ mà ( ) ( )1 2, ,x y x yϕ ϕ≤  thì D 

chính là hình chiếu của Ω  lên Oxy và  ( ) ( ) ( )1 2: , , , ,x y D Oxy x y z x yϕ ϕΩ ∈ ⊂ ≤ ≤ . 

   Hoàn toàn tương tự trong trường hợp ta chiếu Ω  lên Oxz hoặc Oyz. 

 

● Đối với Ω  có hình chiếu dạng hình tròn ta có thể dùng phép đổi biến tọa độ trụ, còn nếu Ω              

có dạng hình cầu ta có thể dùng đổi biến tọa độ cầu. 

 

● Thể tích của Ω : ( )V dxdydz
Ω

Ω = ∫∫∫ . 

 

3.12. Tính ( ), ,f x y z dxdydz
Ω

∫∫∫  với  

         a) ( ) 2 2, ,f x y z x y= +   và :1 2,0 2, 1 1x y zΩ ≤ ≤ ≤ ≤ − ≤ ≤ . 

         b) ( ), ,f x y z z=   và 2 2: 0 1/ 4, 2 ,0 1x x y x z x yΩ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ − − . 

         c) ( ) 2 2, ,f x y z x y= +   và 2 2: 1,0 1x y zΩ + ≤ ≤ ≤ . 
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         d) ( )
2 2 2

1
, ,f x y z

x y z
=

+ +
 và 2 2: 1, 1 3x y zΩ + ≤ ≤ ≤ . 

         e) ( )
( )

2
2 2 2

, ,
z

f x y z
x y z

=
+ +

 và 2 2: 2 , 0 1 ( 0)x y ax z aΩ + ≤ ≤ ≤ > .  

         HD: d) ( )2 2

2 2

1
ln z z a C

z a
= + + +

+
∫  

                 e) Đưa về tích phân kép và đổi biến tọa độ cực cos , sinx r y rϕ ϕ= = . 

 

3.13. Tính ( ), ,f x y z dxdydz
Ω

∫∫∫  với  

         a) ( ), ,f x y z xy=  và Ω  giới hạn bởi các mặt 2 2 2 21, 0,x y z z x y+ = = = + . 

         b) ( ) ( )
3/ 2

2 2, ,f x y z z x y= +  và Ω  giới hạn bởi các mặt 2 2 2 2,z x y z x y= + = + . 

         c) ( ) 2 2 2, ,f x y z x y z= + +  và Ω  giới hạn bởi mặt ellipxoit  ( )2 2 24 4x y z+ + = . 

         d) ( ), ,f x y z y=  và Ω  giới hạn bởi mặt nón  ( )2 2 , 0y x z y a a= + = > . 

         e) ( ) 2 2, ,f x y z z x y= +  và Ω  giới hạn bởi các mặt   2 24 , 0, 1y x x z z= − = = . 

         f) ( ) 2, ,f x y z z=  và ( )2 2 2 2 2 2 2: 2 , 0x y z az x y z a aΩ + + ≤ + + ≤ > . 

         g) ( ) 2, ,f x y z z=  và 2 2 2 2: x y z RΩ + + ≤ .  

         h) ( ) 2, ,f x y z z=  và 2 2 2 2 2: 4, 2x y z x y xΩ + + ≤ + ≤ . 

         HD: a),b),c): hình chiếu D của Ω  lên Oxy là hình tròn 2 2 1x y+ ≤  hoặc dùng tọa độ trụ. 

                  d):  hình chiếu D của Ω  lên Oxz là 2 2 2
x z a+ ≤ . 

                  e):  hình chiếu D của Ω  lên Oxz là hình tròn ( )
2 2 22 2x y− + ≤  hoặc dùng tọa độ trụ. 

                  f):  hình chiếu D của Ω  lên Oxz là hình tròn 

2

2 2 3

2

a
x y

 
+ ≤   

 
. 

                  g):  hình chiếu D của Ω  lên Oxz là hình tròn 2 2 2
x y R+ ≤  hoặc dùng tọa độ cầu. 

                 h): hình chiếu D của Ω  lên Oxz là hình tròn ( )
2 21 1x y− + ≤  hoặc dùng tọa độ trụ. 

  

3.14. Tính ( ), ,f x y z dxdydz
Ω

∫∫∫  với  

         a) ( ), , 1f x y z x y z= − − −   và : 0, 0, 0, 1x y z x y zΩ ≥ ≥ ≥ + + ≤  

         b) ( ), ,f x y z x y z= + +  và Ω  giới hạn bởi các mặt 0, 0, 1, 0, 1x y x y z z= = + = = = . 

         c) ( )
( )

3

1
, ,f x y z

x y z
=

+ +
 và Ω  giới hạn bởi các mặt 3, 2, 0, 0, 0x z y x y z+ = = = = = . 

         d) ( ), ,f x y z xy=  và Ω  giới hạn bởi các mặt 2 , 0 à 4y x z v y z= = + = . 

        HD: a),b): hình chiếu D của Ω  lên Oxy là tam giác 0, 0, 1x y x y≥ ≥ + ≤ . 

                 c):  hình chiếu D của Ω  lên Oxz là tam giác 0, 0, 3x z x z≥ ≥ + ≤ . 

                 d):  hình chiếu D của Ω  lên Oxz là miền giới hạn bởi 2 à 4y x v y= =                    
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3.15. Tính thể tích vật thể giới hạn bởi các mặt cong 

         a) 2 2 2 230, 1, 1z x y z x y= + = = + + . 

         b) yxzyxyz 22 1,1,,0 +==== . 

         c) 1,,0 2 =+== zyxyz .        

         d) 2 2
z x y= +  và  2 2 2 6x y z+ + = . 

         e) 2 2
z x y= +  và  2 22z x y= − − . 

         f) 2 2
z x y= +  và  2 2

z x y= + . 

         g) 2 22z x y= − −  và  2 2
z x y= + . 

         h) 2 22z x y= − −  và  2 2 2 0x y z+ − = . 

 

3.16. Tính thể tích của vật giới hạn bởi mặt ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 0x y z a x y z a+ + = + − >  

         HD: Dùng tọa độ cầu.     

             

 
 

III.  TÍCH PHÂN ĐƯỜNG LOẠI MỘT. 
 

●Để tính tích phân đường loại một  ( , )
AB

f x y ds∫  ta tham số hóa cung AB: 

                                          
( )

: ( )
( )

x x t
AB a t b

y y t

 = ≤ ≤
=  

   Khi đó             ( ) ( ) ( )
2 2

( , ) ( ), (( ) '( ) '( )

b

AB a

f x y ds f x t y t x t y t dt= +∫ ∫  

   Đặc biệt 

   Nếu    : ( )
( )

x t
AB y f x

y f t

 == ⇒
= ,  nếu  

( )cos
: ( )

( )sin
x r

AB r r
y r

ϕ ϕϕ ϕ ϕ

 == ⇒
=  

 

●Độ dài đường cong AB:  ( )
AB

l AB ds= ∫  

 

3.17. Tính tích phân đường loại một  ( , )
C

f x y ds∫  với 

         a) 
2 2

1
( , )

4
f x y

x y
=

+ +
 với C là đoạn thẳng nối (0,0)O  và (1,2)A . 

         b) ( , )f x y x y= +  với C là nửa trên đường tròn 2 2 2
x y a+ = . 

         c) ( , )f x y xy=  với C là ¼ ellip 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  ở góc ¼ thứ nhất.  

         d) ( , )f x y x=  với C là hình tròn 2 2 2x y x+ = .           

         e) ( , )f x y y=  với C là hình tròn 2 2 2x y y+ = .   
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3.18. Tính tích phân đường loại một  ( , , )
C

f x y z ds∫  với 

         a) ( )
3/ 2

2 2( , , )f x y z z x y= +  với C là phần đường cong         

cos , sin , (0 2 )x a t y a t z bt t π= = = ≤ ≤ , a>0, b>0. 

         b) ( , , )f x y z x y= +  với C là phần tư đường tròn   
2 2 2 2

x y z R

x y

 + + =


=
,  nằm trong góc phần 

tám thứ nhất. 

         c) ( , , )f x y z xyz=  với C là phần tư đường tròn   

2 2 2 2

2
2 2

4

x y z R

R
x y

 + + =



+ =


, nằm trong góc phần 

tám thứ nhất. 

 

 

 

IV. TÍCH PHÂN ĐƯỜNG LOẠI HAI. 
 

●Để tính tích phân đường loại hai ( ) ( ), ,
AB

P x y dx Q x y dy+∫  ta tham số hóa cung AB: 

                                          
( )

: ( , )
( ) A B

x x t
AB t a t b

y y t

 = = =
=   

                                                 (có thể a>b) 

   Khi đó             ( ) ( ) ( ) ( ), , ( ), ( ) '( ) ( ), ( ) '( )

b

AB a

P x y dx Q x y dy P x t y t x t Q x t y t y t dt+ = +  ∫ ∫  

●Nếu C là đường cong kín giới hạn miền D ta có thể dùng công thức Green đưa tích phân     

đường loại hai về tích phân kép 

                              ( ), ( , )
C D

Q P
P x y dx Q x y dy dxdy

x y

 ∂ ∂
+ = − 

∂ ∂ 
∫ ∫∫  (C lấy theo hướng dương) 

  Chú ý trong trường hợp này thường thì   P(x,y)  chứa 1 hàm phức tạp độc lập theo biến x,  

Q(x,y)  chứa một hàm phức tạp độc lập theo biến y (giải thích vì sao?). 

   Nếu 
Q P

x y

∂ ∂
=

∂ ∂
 (tích phân không phụ thuộc đường đi) để tính ( ) ( ), ,

AB

P x y dx Q x y dy+∫ ta chọn     

đường đi đơn giản từ A tới B. 

 

3.19. Tính ( ) ( )2 22 2
C

x xy dx xy y dy− + +∫  với C là cung nối từ A(1,1) tới B(2,4) dọc theo cung 

2
y x= . 

 

3.20. Tính 2 2

C

y dx x dy+∫  với C là nửa trên ellip 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  theo chiều kim đồng hồ. 

 

3.21. Tính 2( )
C

ydx y x dy− +∫  với C là phần cung parabol 22y x x= −  nằm phía 0y ≥  và theo 

chiều ngược kim đồng hồ. 
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3.22. Tính ( ) 21
C

xy dx x ydy− +∫  với C đường đi từ A(1,0) tới B(0,2) theo các đường 

         a) Đường thẳng nối A và B. 

         b) Đường parabol 
2

1
4

y
x = − . 

 

3.23. Tính 2

C

xdx ydy z dz+ +∫  với C là cung cos , sin ,x a t y a t z bt= = =  (a>0, b>0) đi từ A(a,0,0) 

đến B(a,0,2πb). 

 

3.24. Tính 2 2 2

C

x dx y dy z dz+ +∫  với C là đường cong giao tuyến 2 mặt 2 2 2 4x y z+ + =  và 

2 2
z x y= +  đi theo chiều ngược chiều kim đồng hồ nhìn theo trục Oz. 

 

3.25. Tính ( )2 2 22 ( )
C

x y dx x y dy+ + +∫  với C là cung biên tam giác A(1,1),B(2,2),C(1,3) theo 

chiều dương bằng 2 cách 

         a) Tính trực tiếp. 

         b) Dùng công thức Green. 

 

3.26.  Tính ( )2 2( )x

C

e x xy dx x y dy− + +∫  với C là đường tròn 2 2 2x y y+ =  theo chiều dương. 

 

3.27.  Tính ( )2 2sin ( 2 )y

C

x x y dx y e xy dy
−+ + +∫  với C là nửa trên ellip 

2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  lấy  theo chiều 

ngược chiều kim đồng hồ. 

 

3.28.  Tính ( )2 2 2arctan ( 2 )y

C

x x y dx y e xy x dy
−+ + + +∫  với C là nửa trên ellip 

2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  lấy   

theo chiều ngược chiều kim đồng hồ. 

HD:  Nối đoạn A(-a,0),B(a,0) để thành đường cong kín và dùng công thức Green. 
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CHƯƠNG 4: PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 

 
 
I.  PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CẤP 1. 

● Chú ý công thức 
dx

dy
y ='  để đưa phuơng trình về dạng vi phân hay dạng đạo hàm.  

    Dạng  ' ( )y f ax by c= + + đưa được về dạng có biến phân li bằng phép đặt z ax by c= + + . 

● Thông thường ta tìm nghiệm dạng )(xyy =  nhưng trong một số trường hợp, để đơn giản, ta 

tìm nghiệm dạng )( yxx =  (là hàm nguợc của hàm )(xyy = ). Khi đó chú ý 

                                 
'

' 11

y

x
x

dy

dxdx

dy
y ===          

Ví dụ: Tìm nghiệm của phương trình ( ) ( )' cos 2 cos 2y x y x y+ + = −  với điều kiện ( )0
4

y
π

=                    

Đưa về  02sinsin2 =− yx
dx

dy
 

            + )(
2

02sin Zk
k

yy ∈=⇔=
π

 không là nghiệm vì không thỏa 
4

)0(
π

=y  

            + )(
2

02sin Zk
k

yy ∈≠⇔≠
π

 đưa về dạng có biến phân li 

                        
Cx

y

y

Cx
y

yd
Cxdx

y

dy
xdx

y

dy

=+
+

−
⇔

=+
−

−⇔=−⇔=− ∫∫∫

cos2
12cos

12cos
ln

4

1

cos2
2cos1

2cos

2

1
sin2

2sin
0sin2

2sin 2

 

              Điều kiện 
4

)0(
π

=y 20cos2

1
4

2cos

1
4

2cos

ln
4

1
=⇔=+

+

−
⇔ CC

π

π

 

                Vậy nghiêm riêng cần tìm là 2cos2
2cos1

2cos1
ln

4

1
=+

+

−
x

y

y
 

Ví dụ: Gptvp  '2sin' 3
xyyyxy =+  

           Ta tìm nghiệm ở dạng )( yxx =  chú ý   
'

' 1

y

x
x

y = . 

* Nếu Cyy =⇔= 0'   thay vào pt ta được 0=C . Vậy 0=y  là một nghiệm của pt. 

* Nếu 0'≠y , phương trình tương đương với 

                        

)1(
2

sin

2

1
'

2

sin

2

1

'

1

'2sin'

3

3

3

y

yx
x

y
x

y

yx
x

yy

xyyyxy

−=−⇔

−=−⇔

=+

 

 ở đây )(,' ' yxxxx y == . Phương trình (1) là phương trình Bernoulli theo x  là hàm của 

y . Đưa về dạng (chú ý (?)0≠x  ) 
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)2(
sin1

'

2

sin

2

1

2

)'(

2

sin

2

1'

2
2

2

3

y

y
z

y
z

y

y
x

y

x

y

y
x

yx

x

=+⇔

−=−
−

⇔

−=−

−
−

−

     

với 2−= xz , (2) là ptvp tuyến tính cấp 1 nên có NTQ 

                       
y

Cy
x

y

Cy
Cdy

y

y
eez

dy
y

dy
y +−

=⇔
+−

=+
∫∫

= −
−

∫
coscos

)
sin

( 2

11

  

Vậy ptvp có các ngiệm  

        +     y=0 

        +    0
cos1

2
=

+
+

y

Cy

x
                                                           

4.1. Giải các ptvp 

       a) 0ln =− xdyxtgydx                                              b) yyx ='.cos  

       c) )0(cos' >>+= abbyay                                  d) 1)(' =+ yxy  

       HD: Là các pt loại tách biến. 

 

4.2. Tìm các nghiệm riêng của ptvp thỏa mãn điều kiện tương ứng 

       a) 0)5()5( 2332 =+++ dyyxdxyx           thỏa 1)0( =y . 

       b) dxedyye
xx =+ 22 )1(                            thỏa 0)0( =y . 

       c)  01)1( 22 =+++ dyxyxydx               thỏa 1)8( =y . 

       d) 
)(2

133
'

yx

yx
y

+

−+
−=                                 thỏa 2)0( =y . 

       e) ytgxy ='                                            thỏa 1)
2

( =
π

y . 

       HD: Đây là các pt tách biến được, tìm NTQ rồi sau đó tìm nghiệm riêng thỏa điều kiện   

tương ứng   

 

4.3. Giải các ptvp tuyến tính cấp 1 

       a) 2212' xxyy −=−                                                  b) )22(
1

' xx
exey

x
y −+=  

       c) 02)1(')1( 22 =+−−+ xxyyxx                              d) arctgxyyx =++ ')1( 2  

 

4.4. Giải các ptvp 

       a) yyxy =+ )(' 2                                                     b) 0)32( 2 =−+ dxydyxy   

       c) dyxyydx )2(2 3 −=                                              d) 0)sin( 2 =+− dyyyxydx  

       HD: Coi x là hàm theo y 

 

4.5. Giải các ptvp 

       a) yx
x

xy
y =

−
+

21
'                                                 b)   0)1ln2(' =−− xyyxy  

       c) 0sin2' 22 =+− xyytgxy                                       d)  )cos(' 3
tgxxyyy +=   

       HD: Là các pt Bernoulli. 
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II.  PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CẤP 2. 
 
Các ptvp dạng 0)'',',(&0)'',',( == yyyFyyxF  ta đều đưa được về ptvp cấp 1  bằng   phép 

đặt 'yz = . Chú ý là dạng thứ nhất thì đưa về cấp 1 theo zx, còn dạng thứ 2 thì đưa về cấp 1 

theo zy, . 

Ví dụ: Giải ptvp ( )
2

'' 2 ' ln ' 0yy yy y y− − =  

            Đặt 
dy

dz
zyzy =⇒= '''  , phương trình trở thành 

                          0ln2 2 =−− zyyz
dy

dz
yz  

              + )0(0'0 >=⇔=⇔= CCyyz  là nghiệm pt. 

              + Cyz ≠⇔≠ 0  đưa pt về 

                            yz
y

z y ln2
1' =−  

            Đây là ptvp tuyến tính cấp 1 đối với z (theo biến )y . 

              

4.6. Giải các ptvp 

       a) 04)'("2 2 =+− yy  

       b) )1(
1

'
'' −=

−
− xx

x

y
y  thỏa mãn điều kiện 1)2(',1)2( −== yy . 

       c) 3)'(''' yyy +=  

       d) '')'(1 2
yyy =+  

       e) yyyyy ln)'(" 22 =−  

       f) 0'sin)'(cos" 2 =−+ yyyyy  thỏa điều kiện 2)1(',
6

)1( =−=− yy
π

. 

       g) )1'('" += yyyy  

       HD:  a), b) : pt giảm cấp được không chứa y;  

                c)-g) : pt giảm cấp được không chứa x. 


