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Tdp tai liéu nay do toi bién soan cho cdc SV cua minh, chi luu hanh ngi by va khong cé muc
dich thwong mai. Ngoai cdc bai tdp toi bién soan, mot 56 khdc tham khdo tir cdc tai liéu sau:
1) Liasko, Boiatruc, Gai, Golobac, Gidi tich todn hoc. Cdc vi du va cdc bai todn.
2) Demidovich, Problems in mathematical analysis.
3)Mendelson, 3000 solved problems in Caculus.
4) N.B.Tri, T.V.Dinh, N.H.Quynh, Bai tdp todn cao cdp.
5) B.C.Khanh, N.M.Hang, N.T.Lwrong, Bai tdp todn cao cdp.

I. TAP TRONG R", GIOT HAN VA LIEN TUC.

e Tach lim f(x,y)=L < vG6imoiday (x,,y,)——="-(x,,y,) thiyy”)&)L

Y—=Yo

A

vay
+ Détinh lim f(x,y) ta xét mot diy (x,,y, ) —==3(x,, y,) tiy ¥ va kiém tra ludn cé
=0
lim f(x,,y,)=L
n—>+oo
+ Dé ching minh 3 lim f(x,y) tac Myn)%(xo,yo),
e
(x'”’y'”)&)(xo’yo) m +mf(x'y, 7)",,)
o Vi mot sé gidi han bang 101 han kep.
Vidu; Tinh  lim 2
(x.)-(0.0) g
0,0 tuyy (& x, —=—0,y, —==-0).

=0.

im (0 Xy yf”_l)xnzl.l.ozo.vay lim Y

ot Xy e (x,1)=00,0) ¥ —1]

3

P () 200)
ttinh lién tyc ciia f(x,y)=4" 77 tai (0,0).
1
— ,(x,y)=(0,0
5 (x,y) =(0,0)
Takiémtra lim f(xy) = f(0,0) < lim w1 )
o Y= =00 x4yt 2 T

21 X
Ta xét day (x , =(=,—)—2=3(0,0), ta co =— —=
Y () (n n) 0.0 xtHyt 17 17
3

Xy

Ttrc "
(x,y)=(0,0) x™ + y

;t% ,hay f(x,y) gidn doan tai (0,0).

4
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1.1. Tim va biéu dién hinh hoc tap xac dinh ciia cdc ham sau trén c4c khong gian tuong ing
) f)=y2y-x =y +In2=x=y)  b) fx, =4y —y)+In(2x—x> - y?)

¢) f(x,y)=arcsin(x - y)+ arccos(x+ y) d) f(x,y,z)=\/2—x2—y2—zz+ln(z—x2—y2)

1.2. Viét phuong trinh mat try
a) Qua giao tuyén 2 mat z =+/x>+y*, z=x>+y*> va c6 phuong song song véi Oz.
b) Qua giao tuyén 2 mat y=x>+2z2, x+ y+z=1 va c6 phuong song song véi Oy.

1.3. Cho ham f(x,y,z)=x"+xy+ yz*. Tinh
a) f(1,1,2) b) f(z,x-z,y)

1.4. Khao sét sy ton tai cua cdc gidi han va tinh ( néu co)
. sin(x + . X

a) lim _sin(x+y) b) lim

=001 — 14 x+y @)=0.0) x + y

2
. X+ . X+
d) lim ( 5 Y )2 e) lim — Y
(e, )—(0,0) x° + y x—4eo 7 4 y
Yoo

HD: af: g(“)n tai,dung dinh nghia
c,e : ton tai, dung gi6i han kep
b.d : khong ton tai N

1.5. Kh3ao sat tinh lién tuc ctia ham $6 tai (
X

a) f(x,y)=q("+y*)’

0

HD: a) gidn doan, b) lién t¢

. 1
xsin T ,(x,y) #(0,0)

0 . (x,y) =(0,0)
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II. PAO HAM VA VI PHAN.

1.6. Tinh cdc dao ham riéng cap 1 cua cdc ham s sau
2

. 1+ xy
y)= ? b v.2)=
a) f(x,y)=sin(xy’) ) f(xy.2) 152
1.7. Dung dinh nghia chi ra cic ham sau khong c6 dao ham riéng tai (0,0)
a) f(x,y)=+/x"+y’ b) f(x,y)=3/x+siny
oy £ (&0)=£(0.0) o f(0,)-f(0.0) 4
HD: £, (0.0)=lim=—=—"—+-=— f,(0,0) =lim 0 A

. WY
1.8. Tinh £.(0,0), £,(0,0) v6i , ‘
) |
2) flry =] TN O S * (@
0 (%, ) = (0,0) oy (x, ) =(0,0)
HD: Phai dung dinh nghia :
a) 3f/(0,0)=0, £,(0,0)=0 b) (.00 51 3£.(0,0)

1.9. Tinh a—f(1,2), a—f(1,2) biét f(x,y)= J.e’zdt
ox ady

1.10. Tinh ai(l,z), a—f(l,z) biét f
ox dy

néu biét rang a—f:)cz—y va a—fzyz—x.
ox dy
3
X —y= f(x,y)==——yx+g(y). két hop gia thiét thi hai.

1.13. Chung minh ham f(x,y) = yln(x2 - yz) thoa man phuwong trinh
1of 1of f
=
xox ydy y°
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2

1.14. Ching minh ham £ (x, y) = ~—+=+1_L théa man phuong trinh
2y 2 x vy
3
x S +y? S _x .
ox dy

1.15. Véi gia thiét f, g 12 cdc ham kha vi, chtng minh ham u = xf(x+ y) + yg(x + y) thoa man
phuong trinh

0%u o’u d’u
ox’ _2axay+ay2:0. o
A
& k
;' "

y 4
. : 1
1.16. Chirng minh rang ham u(x, y, z7) = ————— thoa man phuoig trinh i :apm
X'+ y2 +7 /024.
4. 1 ) )
’u d’u du
—+—+—=0. ‘
o o D wd
b) f‘x,y,Z) % ()’

o

f(l,%) Vi F(x,y) = sin xy

1.17. Tinh vi phén toan phan ctia cdc ham sau

a) f(x,y)=In (1+ sinfj
y

1.18. Tinh
a) d’f v6i f(x,y)=e"""

1.19.

1.20. . Chlrng minh d”u 1a x4c dinh duong, tirc

1.21. tinh gan diing

b) 102’ +(1.97)° ¢) (1,02)" +In(101)
sinl,49arctan0,02

297
2

0.99-4) ) (097" f) voi §z1,57

1.22. Cho z 1a ham 4n ctia x,y xdc dinh béi x>+ y* +z> =1. Chting minh rang
B dz  Jz 1

1.23. Tinh vi phan cip 1 ctia ham an z=z(x,y) xdc dinh béi cdc phuong trinh tuong ng
a) 7 +2x°z=x+y b) x4 y+z=e D



Bai tap Todn A3 — H5 Ngoc Ky, PH Néng Lam Tp.HC
Created: 05/05/10. Last modified: 25/05/11.

M

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

Tinh vi phan cdp 1 va cip 2 ciia ham an z=z(x,y) x4c dinh boi cic phuong trinh

2
R PN ) )
Z y
Khai trién Taylor t6i bac hai véi phan du Peano ctia ham f (x,y)=

Khai trién Maclaurin t41 bac hai voi phan du Peano cuia ham

a) f(xy)=In(+x+2y) b) f(x,Y):x+;+2'

. , £ 7 1 A A A » » P N J4 4
Tim da thirc xap xi bac 2 trong 1an céan cua (0,0) cia cdc ham s6 sau =~ <. =

(ﬁl 2x)sN

a) f(xy)=e"cosy b) f(x)

=In

V4
) - -

Cho ham hai bién f(x,y) kha vi trén R? ¢6 cdc daohamr

f(xy)<M,

|f(x1’y1)_f(x2’y2)|SM(|X1_x2|+|y1_y2

),pl),\(xz,yz

o

III. PAO HAM THEO HUONG, VECTO RW

Xét ham hai bién £ (x,y) tai M (#ay,).
e Vécto gradient cua f tai M la

maxg—f;(M):‘W(M)‘@ﬁsz(M) (k>0)

min%(M)=—‘V7(M)‘(:)z;=kV7(M) (k<0)

Cdc khdi ni¢m, két qud trén cho ham ba bién la hoan toan twong tu.

tai (2,1).

XYy

P |

N
X

A Y
) |
EnZlichinmmmyy” @
fy(x,y)‘SM; V(x,y)e R*. )
Ching minh \’

Je R*.
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1.29. Tim dao ham cta f(x,y)=2x>-3y’ tai P(1,0) theo hudng tao vdi Ox mot géc 120°
1.30. Tinh dao ham ctia ham s6 z=x>+xy+ y* tai M (1,—1) theo huéng v=6i+8;.

1.31. Tinh dao ham ctia ham s f(x,y,z)=x*+y’z tai M (=1,2,1) theo hudng ctia v=(0,3,3).

1.32. Tinh dao ham cta ham sd f (x,y,2)= arcsin% tai M,(1,1,1) theo hudng ctia vecto
X’ +y
MM, véi M;(3,2,3). Y

V4 yF "
y | “'""‘-..L

1.33. Cho ham s6 z=xe’ vd M, (2,0). Tim huéng u 4 %= (M, ym’}at nh6 nha “

Ju F ‘l
1.34. Cho ham s8 f(x,y,z)=>2 va M, (1,1,1). Tim vécto don vi ¢ d& <%(M,) 16n nhét, xdc
Z

dinh gid trj 16n nhat dé. (.
1.35. Tinh géc tao boi cc vecto gradient ciia f (xw tai cac diém A(1,2,2) va

B(-3,1,0). \ )
1.36. Tim diém M(x,y) trong mat a xy d¢ f =0 véi f(x,y)=x+y —3xy.

1.37.

1.38.
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CHUONG 2: UNG DUNG CUA HAM NHIEU BIEN

I. CUC TRI TU DO.

e Dé tim cédc diém cyc tri ham hai bién ta chi can tim céc diém dimng (trong trudng hop ham
fc6 £l f)rditinh A= £ fr —(f) tai cac diém dimg d6. Khi giai toa do dié,‘dfmg
phai chi y téi mién x4c dinh cta £ . VEE

I y "

. MY

Trong truong hop A=0 co thé dat hodc khong dgt cyc tri tai tgem’]tmg “
+ Pé chi ra dat cuc tri ta co thé dung bat dang thirc A ) |
Vidu: Him f(x,y)=x"+y* c6 mot diém dung duy nhét 1a 0(0,0 . ‘
Taco f(x,y)=0=f(0,0),V(x,y) ,do d6 voi mdt 1an can thy yvi “f(0O) sé nho

nhat trong 1an cén d6, néi cdch khac O 1a diém CT cua f.

+ Dé chira khong dat cuc tri tai P(x,,y,) ta xét mot € é:any tly y cua P vachira

trong V c¢6 hai diém P, P, sao cho Av

FP)< f(P)< f(P)
Thong thuwong ta hay chon P, ,P, ¢ mgt trong a

yi+x—y=0
diém dimg 0(0,0), M(2,—v2), N(—/2,4/2)

Tai i A=0, tachirakhong dat cuc tri tai 0. Xét V Ia mdt £—1an can tuy y cua
.. N
0,v01 0<k <miny——,2
ks
F(P)=2k*—8k*> =2k*(k*-4)<0, f(0)=0, f(P)=2k*>0
Vay f(P)< f(O)< f(P), tic f khong dat 16n nhét hay nho nhét tai O trong V ma
V lalan can chon tuy y, vy f khong dat cuc tritai O.

} thi P, (k,—k),P,(k,k)e V , nhung ta c6
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2.1. Chung minh ham f(x, y)=%/x*+y*> khong c6 cdc dao ham riéng tai (0,0) nhung van
dat cuc tri tai do.
HD: Dung dinh nghia chi ra 3£,(0,0), £,(0,0), dung bdt d¢ chi ra dat CT tai (0,0).

2.2. Tim cuc tri cua cac ham so sau

a) f(x,y):xy+@+§ (x>0,y>0) b) f(x,y,2)=x"+y"+2> +12xy+2z
X y
2 2
o) f(x,y)=x"+y" +4xy d) f(x.y.2)= x+i)—+z—+—1x v.2>0)

2.3. Tim cuc tri cua cac ham so sau

a) z=x"+3y" +xy—x+5y b) f(x,y,2)= 5—‘ 2y N—ZJ’Z

C)Z:§+£+}’ d)z—x+£+—l
Xy

f) f,y,2)=x>+y +2> —xy+x-2z

2.4. Tim cuyc tri cua cdc ham so0 sau
a) z=x"+y +x’
HD: Day la cac baic6 A=0

b) z. =3[(x-1)*+y’]=0 & {x
y

L=f+9, =
Tim diém ding L =f+Ap, =0.

Tai dié i A, kiém tra d’L=L_dx* +2L, dxdy+ L, dy’ xdc dinh duong hay
0-Yo) 1a diém CD hay CT c6 diéu kién cia f(x,y).

Néu ¢ dinh duong hay am ta chd y rang budc cua dx,dy tai (X¢,Yo) :
qo;(xo,yo)dx-l-q[)'y (xo’yo)dy =0.

2.5. Tim cuc tri cia

a) f(x,y)=x+y véi diéu kién —+%=1 (a,b>0)
a

1

a2

b) f(x, y):l+l v6i diéu kién L+L= (a>0)
y Xy

¢) f(x,y)=x* +12xy+2y* voi diéu kién 4x> +y* =25
d) f(x,y,2)=x—2y+2z véidiéukién x*+y* +2* =1

8
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2.6. Tim hinh chit nhat c6 duong chéo bang a cho trudc ma c¢é dién tich 16n nhat.
HD: Goi d6 dai hai canh ké nhau cua hinh chir nhat 13 x, y thi diéu kién lax* + y*> =4’

III. GIA TRI LON NHAT, GIA TRI NHO NHAT.

D¢ tim cdc min, max cla f trén D ta chi can tim cdc di€ém téi han (1a cdc diém dung trong

truong hop ¢6 f, . f,)cla f trong D vatim cic diém min,max cta f trén bién C}a D 1di so

sdnh cdc gid tri cua f tai cdc diém d6. Khi xét cdc diém trén bién (thwong la duwo cong
@(x,y) =0) ta rit y theo x hodc x theo y hodc tham sé héa dwong co% bién Adua c\ze mot
bién va tim GTLN, GTNN nhu ciia ham m@t bién thong thwo’ng ’] e Y

F W |

A\
L

2.7. Tim min,max cua cac ham z = f(x,y) trén cac mién D tu
2

a) z=xy’ trén D={(x,y):x7+y2 <1}
b) z=x>+3y>+x—y trén D gidi han boi cic mién
C) z=cosx+cosy+cos(x+y) trén D={(x,y):0<x,

d) z=x+y’ =3xy trén D={(x,y):0<x<241<
e) z=x"—y’ =3xy trén D={-2<x<0,05y

>0,y<x’,x+y<2

2

y2 =1} thoa > :1—%(23%2)

2.8. Trén mat phang mién kin tam gidc OAB xdc dinh béi cdc truc Ox, Oy va dudng
im cac diém M (x, y) thudc mién tam gidc sao cho

x—2 _ y+1 _ z+1 va x=2 _ y—1 _ z-2 .
, 7 = -7 1 2 1 3
HD: Viét pt hai duong thang & dang tham s6 r6i dung cong thurc khoang céach.

Chi ¥y néu c6 A>0 vaf. >0(<0); V(x,y)thi CT (CD) ciing chinh 12 GTNN (GTLN).

2.9. Tim khoang céch bé nhit ctia hai dudng thang:
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IV. UNG DUNG HINH HQC.

Dé viét phuong trinh tiép tuyén cta cia dudng cong (C) 12 giao cia hai mat (Sy) va (S,) tai
M e (C), ta viét phuong trinh hai tiép dién ctia hai mat tai M, khi d6 tiép tuyén can tim 12 giao

cua hai tlep dién vira tim duoc.

2.10. Viét phuong trinh cta mit phang tiép dién véi mat 3xyz—z* =4* tai diém tng voi
x=0,y=a.

. % A1 4
2.11. Viét phuong trinh ti€p dién cua "\
\

a) Paraboloid elliptic z=x"+y’ tai (1,-2,5) b) Non f_6+ s e

2.12. Tim tiép dién cua ellipxoit x° +—+— —1 song song voi *Ehig x+y+z=1.

2.13. Viét phuong trinh tiép tuyén va phéap dién ctia duong

a) x=asin’t,y=bsintcost,z=ccos’t tai dlemungv

\

b) x=1,y=1%,z=+ tai diém tng véi r=3.

N4

2.14. Viét phuong trinh tiép tuyén cia dudng cong giao bai hai mat z=x>+y* va
X +y +z°=2 tai M(1,0,1).

2.15. Viét phuong trinh tiép tuyén cha du boi hai mat x*+y’=1va z=x+y

i M (V2A23).

2.16. Viét phuong trinh tiép tuyén va phdp dién ciia dudng cong giao bai hai mat x>+ y*> =10
va y’+z7°=10 tai M(L13).

242422 —8x—8y—62+24=0 vd x*+3y’+27>=9 tiép xiic

i mit c6 cung tiép dién tai M.

2.18. Ch inh tiép dién ctia mat x"* +y"? +7"* =4"* tai mot diém ty ¥ s& chan céc truc

céc doan c6 tong do dai bang a.

10
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CHUONG 3: TiICH PHAN HAM NHIEU BIEN

I. TICH PHAN KEP.

e D¢ tinh tich phan kép ta dung cong thirc Fubini dua vé tich phan lap. Chu y hai dang mién
cua dinh ly Fubini, trong nhiéu truong hop khé tinh theo dang mién nay nhung 1a1 don gian
theo dang mién kia. '\

A Y

tron (hinh vanh khan, hinh quat,...) ta dung phép di bién t(_)z@ cu! “
Néu hinh trdn ¢6 tam khong tai géc toa do ta c6 thé doi truc dua va dC am hﬁl tron

trude sau d6 madi doi bién toa do cuc.

eDién tich ctia mién kin D: S(D ” dxdy

3.1. Tinh tich phan kép
305 1«
a) jdyj(x+2y)dx b) jdxj(x2+y2
2 1 0
3.2. Tinh tich phan kép ctia ham da ch:

a) f(x,y)=Inxsiny
b) f(x,y)=2x+1

:0<x<2, x*<y<2x.
c) f(x,y)=xy <y<l, nyS\/;.
d) f(x,y)=yJx voi D:x>0, y>x*, y<4-—x’.

i D:x>0, y<2—-x*, y=>x.

1 D:x>20, x—-y<0, x+y<2.
vGi D gi6i han béi cdc dudng y* =3x va y* =4—x.
v6i D gidi han boi cdc dudng y=0,y=+/x, x+y=2.
véi D gidi han bdi cac duong y=2x,y=5x va x=2.

v6i D 1a géc phan tu thir nhat giéi han boi dudng x* =4-2y.

K) f(x,y)=e" v6i D gi6i han boi cdc duong y=x>, x=3 va y=0.

3.3. D6i thtr ty céc tich phin kép sau

2 X 1 Ay 0 Vi
a) [dx[ feydy b [dy[fepde o j dy j £ (x, y)dx d) [dx [ f(xy)dx

y/2

11
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3.4. Tinh tich phan kép
a) j j xsin ydxdy véi D 1a tam gidc véi cdc dinh 0(0,0), A(0,7), B(z, 7).
D

b) ”(x+ y)dxdy voi D 1a hinh thang vé6i cde dinh M(0,1), N(1,0), P(2,0)va O3.)).
D

¢) [[xy’dxdy v6i D 1a gi6i han boi cac duong y=x", 4y=x’, y=4.
D

d) ”|COS(x+ Vdxdy véi D 1atam gidc OAB véi 0(0,0), A(%,0), B(0,7).
D

e) j j (x—y)dxdy vo&i D 12 gi6i han béi cdc duong y=x, y=2—x. ,(
2D 1 7 4 “
f) [dy[e”dx Saa)
o Y e

2

HD: d) D=D,UD, : D, ={(x,y):0< x,y, x+ys?’)2\
T ,

X+y== x+y=zx
T2 f\v

oL/

D, D,
2 2< x<1 .Dua vé dang mién thtr nhat va doi thir ty tich phén.
: U hai (hai tryc ngang...).

ddi bién toa do cuc hay tinh céc tich phén sau
xdy vo&i D 1a hinh tron x* + y* <1

3
y? ) dxdy v6i D 1a mién gi¢i han béi hai dudng x> +y> =1,x> +y> =4

D

b) “.()c2
D

c) J.J'\ll—x2 —y*dxdy v6i D : x* +y* <
D

d) “exzﬂzdxdy VoI D : x> +y*<1,x>0,y>0.

e) ﬂ Y = Y dxdy v6i D : X’ +y> <1,x20,y>0.
1+x*+y’

12
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f) H(x+y)dxdy VoI D i 1<x*+y*<2, 0%, y<x.

D
2 2 2 2
9 [[; -2 —Z—zdxdy v6i D 1a mién gidi han boi ellipse  ~—+2— =1
a
D

h) ”(x2+y2)dxdy VOi D: x> +y*+2x-1<0, x*+y>+2x>0.
D

S

HD: ¢ D6i bién toa dd cuc mé rong: x=arcos®, y=brsing
h) Déi truc rdi ddi bién toa dd cuc: x=—1+rcos @, y=rsing

A 2 r 2 l
3.6. Bang phuong phdp doi bién tong quat cuc hay tinh cdc tich phan sau '\‘
7 4 ) NIRRT 0o 4 3 &
a) J;;[(x +y) (x—y)*dxdy v6i D la gidi han boi cac duong ‘1 y g\
% .

x+y=1, x+y=3, x—-y=1, x—-y=-1 VA
|

A
. o g e R 4. ) |
b) ” (2x—y)dxdy v6i D la gidi han boi cac duong ’w ‘
D
x+y=1 x+y=2, 2x—y=1, 2x—y=0 -
¢) [[\x+ ydxdy v6i D 1a mién gi6i han bsi cdc duon
D

x+y=0, x+y=1, y=1 y=-1

d) ”(x+y)zex2_"'2dxdy voi D: x>0, y=>0, Nv
D

b)DGibién u=x+y, v=2x—y
oibién u=x+y, v=x—y

HD: a)Doibiénu=x+y, v=x—y
c)Doibién u=x+y, v=y

3.7. Tinh dién tich mién phang gidi
HD: Doi bién u = x—

o cuc. Trong toa do cuc thi cdc duong tron x> +y> =1, (x—1)"+y* =1
Tuot ¢6 phuong trinh 1a r=1, r = 2cos @, chi ¥ trong D thi —% < (ps%.

3.9. Cho D 1a mién gi6i han boi cdc duong x=~3y, y=x va (x=1) +y>=1.
a) Tinh dién tich ctia mién D.
b) Tinh tich phan j j xdxdy .
D

HD: P6i bién toa do cuc. Trong toa do cuc thi cdc duong x = By, y=x, (x—l)2 +y* =1

lan lugt c6 phuong trinh 12 gozg,go:% va r=2cos .
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3.10. Tinh tich phéan ” dxdy , trong d6 D = {(x y)e R :x*+y* < y} .

JT

HD: Dung ddi bién toa do cuc (néu dung phép doi truc 61 méi d6i bién toa do cuc thi
sao?)

3.11. Tinh  [[xdvdy voi D:(x=1)"+(y—2)" <I.

HD: Dung ddi bién toa do cuc da doi truc: x =1+ rcos @, y=1+rsing.

II. TICH PHAN BQI BA.

oDé tinh Mf(x,y,z)dxdydz ta xdc dinh: Q:(x,y)e D < Oxy, ¢,(x,y

Q
”If X, 9,2 dxdydz-”(]l ) y,z)dz)
Dic biét, néu Q: a<x<b, v, (x)<y<y, (), ¢
jyf(x,y,z)dxdydz:J'abdxj':((;)dyj x;:)f( ,2)dz

Ch y D 12 hinh chiéu cia @ 1én Oxy.
Mot so truwong hop dic biét:
+ Q g101 han béi cdc mat z= - (x (x,
mién gii han boi hinh.chi ]
c6 ¢ (x.y)<@,(x,y) thi
+ Q gi6i han béi mit try ¢(x, W)=0 va cdc mit z=¢,(x,y), z=¢,(x,y): néu trong mién

i i éu ct 1én Oxy va Q:(x,y)e DcOxy, ¢, (x,y)<z<0,(x,y).
Hoan t rong truong hop ta chiéu Q 1én Oxz hoic Oyz.

e Thé tich c 1 V(Q) :m.dxdydz.
Q

3.12. Tinh j j j f(x.y,2)dxdydz v6i
Q

a) f(x,y,z):x2+y2 va Q:1<x<2,0<y<2,-1<z<1.
b) f(x,y,2)=z vd Q:0<x<1/4,x<y<2x,0<z<1-x7 —y*.
¢) f(xy,z)=4x"+y va Q:x"+y*<1,0<z<1.

14
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3.13.

1
d) f X, Y, ) =7
( ) ’x2+y2+22

e) f(x,y2)= <

(x2+y2+zz)

va Q:x’+y* <1, 1<7<3.

= va Q:x*+y><2ax,0<z<1(a>0).

1
HD:d) | ——=In|z+Vz*+d’ |+C
[ nleneea)
e) Pua ve tich phan kép va doi bién tga d§ cuc x=rcos@, y=rsing.
A
Tinh g
in I”f x,,z)dxdydz Vi .\
y Y
a) f(x y,z)=xy vd Q gidi han boi cde mdt X’ +y° =1,7=0,z= +y2.""'~3‘
b) £(xy2)=z(x*+y*)"" va Q gi6i han boi cde mit z= 24y’ z=¥+y" . |
¢) f(xy,z)=x"+y*+7° va Q gioi han bdi mat elhpxoﬁM ‘
d) f(x,y,2)=y va Q giéi han béi mdt nén y=+vx*+7°, y= a»

e) f(x,y,2)=z/x*+y* va Q gi6i han boi cdc mat 4x—x*,z=0,z=1.
f(xy,z)=2" va Q:x* +y* +7° <2az,x° +y +7°2a’ (a>0).

g) f(x,y,z)=z va Q:x*+y+ 72 <R’
h) f(xy,2)=2" v Q: X +y + 72 <4.x

.y, 7)= 2N . 2 2 2 <4, 2 y 2x.
HD: a),b),c): hinh chiéu D cua Q 18 hg x>+ y? <1 hoic ding toa do try.
N ” 1 2 2
. EpY

2
f): hinh chiéu D cu Ly < (%j

g): hinh chiéu D cia Q
h): hinh ¢ ta Q 1én Oxz 1a hinh tron (x— 1)2 +y® <1 hodc dung toa d try.

xz 12 hinh tron x* + y* < R* hoic diing toa do cau.

dz vOi

o) f(xh2) mvéggidihanbéicécmétx+z=3,y=2,x:0,y=0,z=0.

d) f(xy,z)=xy va Q gi6i han boi cdc mat y=x>,z=0vay+z=4.
HD: a),b): hinh chiéu D ciia © 1én Oxy Ia tam gidc x>0,y >0,x+ y<1.
¢): hinh chiéu D cta Q 1én Oxz 1 tam gidc x>0,z>0,x+z < 3.
d): hinh chiéu D ctia Q 1&n Oxz Ia mién gidi han bdi y=x> va y=4

15
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3.15.

3.16.

III. TICH PHAN PUONG LOAI MOT. (

Tinh thé tich vat thé €161 han bdi cdc mat cong

a) z=0, xX*+y* =1, z=3l+x*+y*.
b) z=0, y=x>, y=1, z=1+x".y.
¢) z=0, y=x", y+z=1.

d) z=x"+y*vd X’ +y +z°=6.

e) z=x"+y’ va z=2-x"—y>.

f) z=x*+y* v z=x"+y*.
g) z=2-x"—y" va z=4/x"+y".
h) z=42-x"—y* vda x¥’+y’-7"=0.

A 7. ' - 2
Tinh thé tich cua vat gidi han bdi mat (x2 +y7 + zz) =a’ (

HD: Dung toa do cau.

)
N

eDé tinh tich phan duong loai mot j f(x,y)ds % 6a cung AB:
AB

Khi dé

Dac biét

L x=r(@)cos@
r=rle)= {y=r(¢>sin¢>

oDo dai

3.17.

wong loai mot j f(x,y)ds v6i
C

a) f(x, 1 wicn doan thang nbi 0(0,0) va A(1,2).
Ja+x+y?

b) f(x,y)=x+y v6i C la ntra trén duong tron x* +y* =a’.
2 2

) f(x,y)=xy v6iC 1a % ellip x—2+§ =1 & gbc Y thr nhat.
a

d) f(x,y)=x voi Clahinh tron x* + y* =2x.
e) f(x,y)=4+/y voiClahinh tron x*+y> =2y.

16
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3.18. Tinh tich phan duong loai mot J. f(x,y,2)ds voi
C

a) f(x,y,2)=z(x"+)’ )3/2 v6i C 1a phan duong cong

x=acost,y=asint,z=bt (0<t<2x), a>0, b>0.
2

C+y' +P =R .
, nam trong géc phan

b) f(x,y,z)=x+y voi C 1a phan tu dudng tron {
X=Yy

tdm thtr nhat.
)C2 + y2 +Z2 — RZ

. N A \ N M V4 A
¢) f(x,y,z)=xyz voi C la phan tu duong tron R? , nam trong géc phan
4y =— & \‘

tdm thtr nhat.

J

A Y
P
IV. TICH PHAN PUONG LOAI HAL

eD¢ tinh tich phan dudng loai hai I P(x,y)dx+0(x, y)d@\ar‘ so0 héa cung AB:
AB

=y N
AB : {y:y(t) (IA =afi, =
(c6 thé a>b)

duong loai hai vé tich
J. P(x,y)dx+
c

ay thuong thi P(x,y) chtra 1 ham phic tap doc 1ap theo bién x,

Chu y trong truong hep
] tap doc 1ap theo bién y (giai thich vi sao?).

2 2

3.20. Tinh [ y’dx+x’dy véi C 1a nira trén ellip x—2+% =1 theo chiéu kim ddng hd.
a
C

3.21. Tinh jydx— (y+x*)dy voi C 1a phan cung parabol y=2x—x? nim phia y>0 va theo
C
chiéu nguoc kim dong ho.

17
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3.22. Tinh J.(xy—l)dx+x2 ydy voi C duong di tir A(1,0) toi B(0,2) theo cdc dudong

Cc
a) Puong thang ndi A va B.
2

b) Buong parabol x = 1—%.

3.23. Tinh dex+ ydy+7°dz véi Clacung x=acost,y=asint,z=bt (a>0, b>0) di tir A(a,0,0)
C

dén B(a,0,2nb).
&

'\
3.24. Tinh J. xdx+ y*dy +z°dz voi C 1a dudng cong giao tuyén 2 mit x° F v+ i 4 va

‘ sl
z=x>+y" di theo chiéu ngugc chiéu kim dong hd nhin theo )ru'1) j

F

3.25. Tinh J.2 x4y )dx+ (x+y)’dy voi C 1a cung bién tam gla’CWS) deo

C
chiéu duong bé.l’lg 2 céch y
a) Tinh tryc tiép.
b) Dung cong thirc Green. ‘ \

3.26. Tinh I(e)‘xz - xy)dx+ (x*+y)dy voiC la dumx
C

=2y theo chiéu duong.

2 y2

3.27. Tinh [(xsinx+y?)dx+(y" tra trén ellip "_2+b_2 =1 l4y theo chiéu
a
C

ngugc chiéu kim dong ho.

2 y2

3.28. Tinh I (x2 arctan x + y° )dx e +2xy+x)dy v6i C 1a nira trén ellip x—2+? =1 lay
a

hiéu kim déng ho.

theo chi,éu ngug 7
B(a,0) dé thanh dudng cong kin va dung cong thirc Green.

18
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CHUONG 4: PHUONG TRINH VI PHAN

I. PHUONG TRINH VI PHAN CAP 1.
e Chu y cong thirc y'= % dé dua phuong trinh vé dang vi phan hay dang dao ham.
X

Dang y'= f(ax+by+c)dua dugc vé dang c6 bién phan li bang phép dit z = ax+by+c.
e Thong thudng ta tim nghiém dang y = y(x) nhung trong mét sd trudng hop, dé don gian, ta
tim nghi¢m dang x = x(y) (12 ham ngugc cua ham y = y(x)). Khi d6 chi y

VaE
dy 1 _ 1 A\
y = o )
dx  dx x| | .
o 4
dy AFh

Vi du: Tim nghiém ctia phuong trinh y'+cos(x+2y)=cos(x—2y)

@g thoa y(0) =7

+sin2y¢0<:>y¢%[(ke Z) dua vé dang phan li

DPua vé Q—2sinxsin 2y=0

dx

fsin2y=0e y= %”(k e 7) khong 12 nghiém vi

dy
sin2y

—2sinxdx=0 +2cosx=C

_lj dcos2y

29 1-cos*2y

+2cos0=Ce=C=2

nﬂ+2cosx:2
14+cos2y

* Néw' y'# 0, phuong trinh tuong dwong véi
y'xisiny+2y=xy'

1 1 __x3siny
y 2y 2y
@x,_ix:_x sin y M
2y 2y

0 day x'=x, ,x=x(y). Phuong trinh (1) 1a phuong trinh Bernoulli theo x 1a ham ciia
y. bua vé dang (chiy x#0 (7))
19
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4.1.

4.2

4.5.

x 1 _, siny
o2y 2y
GOy _ 1 o _siny
-2 2y 2y
& =Y (g
y y

voi z=x7, (2) 1a ptvp tuyén tinh cap 1 nén c6 NTQ

_[Lq T o _ —
zzejyy(jejyysmyl)wC): cosy+C@x_2: cosy+C1
y y y o u
Vay ptvp c6 cac ngiém i “
+ y=0 )
I cosy+C \\
+ S+ o0 \
X y
Giai céc ptvp ‘
a) tgydx—xInxdy =0 b) cosx. y'=y
c) y'=acosy+b (b>a>0) d) y' y)=1

HD: La céc pt loai tach bién.

Tim cic nghiém riéng ciia ptvp théa man diéu
a) x*(y’ +5)dx+ (x> +5)y*dy =0
b) (1+e**)y*dy = e*dx
c) xydx+(1+y> Wi+ x>dy =
3x+3y-1
d) y=-22T2V"7
2(x+y)

e) y'tgx=y

HD: Pay 1a cic pt tich bién im NTQ rdi sau d6 tim nghiém riéng thoa diéu kién
tuong tng

1

b) y'=—
x
d) (1+x*)y'+y = arctgx

2y +xe* =2e")

a) y(x+yH)=y b) 2xy +3)dy - y’dx=0
) 2ydx = (2y* —x)dy d) ydx—(x+ y*sin y)dy =0
HD: Coi x 1a ham theo y

Giai cac ptvp
a) yv+_l xy2 =xy b) xy-yQ2ylnx-1)=0
c) y'—2ytgx+ y’sin*x =0 d) y'=y(y’ cosx+1gx)

HD: La céc pt Bernoulli.
20
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II. PHUONG TRINH VI PHAN CAP 2.

Cic ptvp dang F(x,y',y")=0 & F(y,y,y")=0 tadéu dua dugc vé ptvp cip 1 bang phép
dat z=y'. Chi y 1a dang thir nhét thi dua vé cip 1 theo x,zcon dang thir 2 thi dua vé cap 1
theo y,z.

Vi du: Giai ptvp yy"-2yy'ln y—(y')2 =0

Pit y'=z = y":z% , phwrong trinh tré thanh
y

d P |
¥z =2yzlny—z> =0 N
dy Ve \‘
+ =0 y=0s y=C (C>0) langhiém pt. )
+z#0& y#C duapt vé : “
) |
|
z,——z=2Iny ‘
y
Day 1a ptvp tuyén tinh cap 1 dbi véi z (theo bién y).
4.6. Gidi céc ptvp ('
a) 2y"—(y")* +4=0 \
b) y“—Ll = x(x—1) thoa man diéu kién y(ZM
Y
c) y'=y+(y)’

d) 1+ (") = py"
e) ww'—(y)’' =y'Iny

f) y"cosy+(y')’siny

g w'=y'(y+D) ’
HD: a), b) : pt giam cap dug g chuay;
¢)-g) : pt gidm cap dugc khong chira x.
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